Verflixt - nochmal

Warum ist der Zauberwurfel so verflixt? Die Mathematik des Wiurfels
ist es, die helfen kann, seine Eigenschaften zu erkennen und seine
Strategie zu erfinden. Besonders in England und Ungarn haben sich
viele Mathematiker damit beschaftigt und verschiedene L&sungswege
gefunden. Mit der folgenden Strategie kann es jeder schaffen.

Mancher verflixte Zauberwirfel liegt noch immer in bunter Unord-
nung. Deshalb bieten wir eine besonders libersichtliche Strategie

des berihmten englischen Mathematikers John Horton Conway (Cambridge)
an, die uns Dr. Adrian R. D. Mathias (Freiburg) gezeigt hat.

Wir sind sicher, dall Sie es endlich schaffen, die einfarbigen Seil-
ten wiederherzustellen, sofern Sie die Zlige nur genau in der ange-
gebenen Weise ausfihren. Wer sich vertan hat, fingt am besten wie-
der von vcrne an, ohne sich lange iliber das verdorbene Resultat zu
drgern. g

Von Anfang an kann nur Systematik helfen, der Zufall macht jede
Bemiihung hinfallig. Sehr nlitzlich sind ein paar Gedanken zur Ma-
thematik des Zauberwirfels. Aber keine Angst, man mul} nicht erst
Mathematiker werden, um die Strategie zu verstehen.

Fiir den Mathematiker bilden die Wirfelbewegungen eine sogenaunnte
Gruppe. Der geniale Mechanismus des Wirfels erlaubt es, die sehcs
Seitenfldchen um ihren Mittelpunkt zu drehen. Die Mitte bleibt al-
so immer an derselben Stelle und bestimmt die Farbe der ganzen

Flache.

Wir bezeichnen Seitendrehungen um 900 im Uhrzeigersinn (Viertel-
drehung nach rechts, wenn man auf die Seite schaut) mit den Abkiir-
zungen: O (oben), U (unten), V (vorn), H (hinten), R (rechts),

L (links). Drehungen der in?eren Scheiben lassen wir zunidchst aus-
ser acht. Die Buchstaben O ', U™, V"], H‘1, R“1, L=! bedeuten
Drehungen gegen den Uhrzeigersinn.

Alle solche Bewegungen kdnnen wir nacheinander am Wirfel ausfliihren
und entsprechend in Wirfelsprache aufschreiben. Das Wort vL=VH be-
deutet also: "Drehe die Vorderseite nach rechts, dann die linke
Seite nach hinten, zum Schluf} die Hinterseite im Uhrzeigersinn."

“RZ schreiben wir fir RR.

Wollen wir in die Ausgangsposition zurick, kehren wir die Operation
um. Wir lassen den Film rickwiarts laufen und fihren aus: H=I1py-1.
Um ein vorgegebenes Wort umzukehren, drenen wir vom knde her alle
Bewegungen um: aus Drehungen im Uhrzeigersinn werden Drehungen
gegen den Uhrzeigersinn und umgekehrt.® (VE-MH)-t = H=1LV-1,
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Was liefert die Umkehrung? Es sieht darach'so Zus,."als Hebe keine
Bewegung stattgefunden. Wir haben den-"leeren Bug!-adngewandt, das
heibt die Identitéat, abgekirzt ID. Jetzt konnen wir*Drehungen for-

mal nachrecanen: 2
LL-1 = ID = L-'L

(vL-'#) (H-1Lv-1) = vL-! (gH-1) Lv-1 = VL' y=1 = yy-1 = 1D



v die Worte der Wiurfelsprache haben wir inzwischen folgende ke-
peln gefunden:

1.) Die Worte der Wiurfelsprache entsprechen eindeutig
den Drehungen des Wiurfels (Abgeschlossenheit).

2.) Wir durfen Bewegungen nacheinander ausfihren. Schreibt
man die Worte aneinander, so erhalten wir ein neues
Wort, eine Drehungsfolge.

Welil die Worte von links nach rechts gelesen werden,
gilt das Assoziativgesetz: A (BC) = (AB) C = ARC.

3.) Jedes Wort A besitzt eindeutig eine Umkehrung A4A-1

. mit AA-T = A-1a = 71D,
44y.) Die Identitat bewirkt nichts: ID A = A ID = A,

Das sind die Gesetze, die eine Gruppe definieren.

Slrukturen mit diesen Ligenschaften sind seit 100 Jahren Gepenstand
malhematischer Arbeiten (Kronecker, Galois, Abel). Urspriinglich
klassifizierte man gleiche algebralsche Strukturen die Gruppen,

ul alpebraische Gleichungen zu losen. Die ganzen Zahlen bilden eine
Gruppe bezdglich der Addition. Heute verwendet man Gruppentheorie
sowohl in der Relativitdts- und Quantentheorie, als auch um Orna-
mente zu erzeugen.

Der Zauberwurfel i1st naturlich eine endliche Gruppe, selbst wenn
ce o tcheint, als gabe es unendlich viele Kombinationen. Die Ma-
thematik untersucht auch unendliche Gruppen mit unendlich vielen
Inlementen,

ine ganz wichtige Unterscheidung in der Gruppentheorie ist die
zwicschen kommutativen Gruppen, in denen das kErgebnis von der Reil-
henlolye der Verkndpfungen unabhangig ist, und den nicht kommuta-
tiven Gruppen. Ganze Zahlen beispielsweise dirfen in vollig belie-
biper Reihenfolge addiert werden. Ist der Zauberwiirfel auch kommu-
tativ, ist RV = VR ?

Bestimmt nicht! Wer einmal mit dem Wirfel gespielt hat, weild, dal

cr penz anders aussieht, wenn man erst rechts, dann vorn, oder

wenn ment er:t vorn und dann rechts dreht. Bei langeren lortern sieht
man gar nicht mehr, dabl eigentlich diecelben Drehungen nur in unter-
schicdlicher I'olge ausgefiuhrt werden.

Dea macht Ja gerade das Wurfelproblem so kompliziert. Wire die
brehgruppe sommutativ, dann genligte es, die notwendige Anzahl von
Preanungen der verschiedenen Seiten festzustellen., Die Reihenfoli e
wire beliebly uneé der Wdrfel im Nu in Ordnung.

Die Drenpru jpe insgesamt ist nicht kdmmubativ aber sie hut Elemen-
Le, dic flr elne Vertauschung Vertrdgllch Slnd -wie R - L, O - U,

V ~ ii. Diese Bewegungen sind unabhingig vonelnanuer Well sie nicht
dieselben PLeilwiirfel drehen. ~ R

insere Aufgabe lautet nun also: Wir missen nach allén Spielereien
mit aem Wirfel das Inverse zu den durchgefuhrten Drehungen tinden.
Diveser rickwirts laufende Film erzeugt dann die Identitidt, so ol=s
wiltre nie elne Seile gedreht worden. Da wir uns in der Regeo mocjt
rut penuy erinnern, ist dieser Vorgang unmoglich,

o



Wir konnen nur eine Strategie angeben, die nach und nach jeden
Teilwirfel in seine urspriingliche Position zuriickfiihrt, also das
Inverse fiir jeden kleinen Wirfel gesondert sucht.

Jetzt fangen wir aber endlich wieder an zu spielen. Denn fiir die
Losung braucht man nicht einfach Mathematik, sondern hauptsdchlich
ein dreidimensionales Vorstellungsvermdogen und ein gutes Geddcht-
nis, damit man sich an seine Ziige erinnern kann und natiirlich am
besten einige Spilelerfahrung. Die Gruppenbegriffe systematisieren
das Problem, einen Losungsweg hat man damit noch nicht.

Wir bauen den Wirfel von unten nach oben auf. Kein Wunder, dafi die
Schwierigkeiten nach oben hin zunehmen, denn man hat immer wenipger
"bewegliche Teilwiirfel.

Aufsidtze zum Wirfelproblem bieten meistens lange Listen von Ziigen,
die einen bestimmten Zweck anstreben, ohne die erreichte Ordnung

zu zerstdren. Betrachten wir einmal eine solche Drehung am geord-
neten Wirfel, den wir notfalls durch Auseinandernehmen und richti-
ges Zusammensetzen herstellen. Mit leichter Gewalt® beschidigt diese
Prozedur den Wirfel nicht.

Was leistet (RV-1R-1V)2 = Ry~1R-TyRy-1R-1Yy 2

Die Ecke vorn rechts der Oberseite wird im Uhrzeigersinn gedreht,
alle anderen Teilwirfel oben werden in der Orientierung und am
Platz erhalten. Doch wie kann man jetzt das Burcheinander im unte-
ren Teil reparieren? Dazu gibt es zwel Mdglichkeiten:

Wir fiihren denselben Zug noch zweimal aus und sehen, dail der
Wirfel wieder richtig ist. Man sagt, diese Drehung hat die
Ordnung 3%, well sie bei dreimaliger Anwendung die Identitit
liefert. Es ist gut, die Ordnung der Drehungen zu erkennen.
Eine einfache Seitendrehung hat offensichtlich die Ordnung L.

FEine andere Moglichkeit ist, daB wir erst die Oberseite drehen
und dann den inversen Zug ausfihren, also (V™ 'V ') . Jetzt
ist der untere Teil in Ordnung, oben wurde eine kcke im Uhr-
zeligersinn und eine Ecke, die Jjetzt rechts vorne ist, gegen
den Uhrzeigersinn gedreht. Um die Positionen oben zu bericn-
tigen, miussen wir noch die Oberseite zuriickdrehen.

Diesen zweiten Weg nennt der Mathematiker Konjugation. Dabei wmuld
ganz peinlich beachtet werden, daf die Teilwlirfel, die gedreht
werden sollen, lmmer erst an dieselbe Position bebracht werden. In
unserem Fall war es die Lcke rechts vorn. Sonst wird ndmlich die
invertierende Wirkung des konjugierten. Zuges nicht wirksam.

i = By o
Nach diesen langen Uberlegungen sind wir furudie Strategle geriistet.
T. Unterseite \

(RS
=

Bei den kcken und Kanten missen die seitlichen Farben mit den an-
grenzenden Seitenmitten ilibereinstimmen.

a) Kanten

Zunichst ist es moglich, die Kanten der Unterseite in die Mitte
oder nach oben wegzudrehen. Die Farbe, die nach unten soll, wird



it cine der angegebenen Postionen gebracht (Abb. 1) und der geeig-
nete Jug ausgefuhrt:
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[ Lls dic pgesuchte kicke oben ist, wird sie in die Position rechts
vorn gereht, Je nachdem in welcher Position die Farbe ist, die nach
unlen soll, hilft einer der Jige E 1 - & 3 (Abb. 2):
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Ist aber dle richtige kcke unten am falschen Platz, dann wann sie
mit dem Virfel nach rechs vorne gedreht werden, und einer dieser
Sipe befdraert sie nach oben.

<

Schon iot die erste Seite fertig.

B

Jie lUnterseite bleibt nun fest. Die fehlenden Kanten des mittleren
pondes befinden sich entweder in der Oberseite, oder an falscher
slelle des Bandess Im ersten Fall bringen wir die Kante iber die
Scitenmitte derselben Farbe (Abb. 3). Diese Kante mul nun nach
rocnt (B 1) oder links unten (B 2) .rutschen. _

PR RIS



Falls der richtige Teilwiirfel an falscher Stelle im Band stent,
werfen wir ihn mit B 1 oder B 2 erst nach oben.

JIT. Oberseite

Jetzt bleibt nur noch eine Seite Ubrig. Erst stellen wir die leil-
wiirfel an den richtigen Platz, danach wird die Orientierung zurccht-
gerickt.

a) Position def Kanten

Polgende Drehungsfolge tauscht die benachbarten Kanten vorn un:
links aus und vertauscht und dreht zusadatzlich auch Ecken der (ber-

seite (Abb. 4):
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Abb. 4
Deshalb mufy sie vor den oberen kckendrehungen erfolgen. Lol unlore

Teil wird nicht gestirt. Mit wiliederholter Anwendung selan. cn oilo
Kanten an die richtige Stelle., (Sp&ter geben wir noch wbkiivocniio
Tricks an.)

b) Position der Ecken

Lin Zug mit Ordnung 2 vertauscht die bieden vorderen iscken (nbb, )¢
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Dabei ist gewdhrleistet, dali immer nur-0, & odér . _-kckenvertanscanin-
gen notlip sind, wenn die Kanten schon.am riehtigen-Plats sind. suc
hier mul® wieder beachtet werden, dalB die lcken, die:beweglt werden

sollen, immer vorn stehen, damit die Konjugation den unteren leil
richtigstellt.

¢) Orientierung der Kanten
(OkR 1) B=~T1OrU=1

Un dic Schreibweise zu vereinfachen und die Drenfolge besser v
durchschauen, fiuhren wir zusdtzlich die Seitendrenung B des U
ein (Abb. 6):
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bb. 6

beg et den Vorteil, dafd wir die oberen Licken nicht von ihrer
richtiren Stelle wegdrehen, 0K 1 drent also abwechselnd die Vo
seite und das mittlere Band im Uhrzeigersinn und erreicht inspe
soml, valy die vordere sKante umgedreht wird (Abb. 7). Der untere
Teil wird auch verdndert,
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biese brenung hat dic Ordnung 2. Bringen wir also die ndchste
die gekioppt werden soll, nach vorn und wiederholen OK 1, Damit
Jen wir den unteren Teil zurick.

d) oricentierung der licken

liine Drenung der wmcke rechts vorn im Uhrzeigersinn (Abb. 3) bewirk
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wir naben schon ausprobiert, dafd Os 1 die Urdnung: 3 nat.



Je nachdem, wie die anderen kcken gedreht werden missen, holen wir
sie nach vorn rechts und wiederholen OE 1 oder drehen die licken
gegen den M Uhrzeigersinn mit

N

(OE 2)(v=1rVRr-1)2,

Damit ist der Wirfel endlich wieder schdén in seiner Ausgangela;o.
"ir die schwierigen Fdlle der Oberseite folgen nun einige uilfrei-
che Tricks:
e) Positionsidnderungen
Folgender Zug vertauscht drei Kanten der Oberseite zyklisch im
Jhrzeigersinn (Abb. 9):
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Abb. 9
Die Orientierung der Kanten wird dabei veridndert, die lcken blell
ganz fest. L=1TR entspricht einer Bewegung S der senkrechten Hitbel

scheibe nach vorn (Abb. 10) R-1L ist die Umkehrung 5-1.
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Mit dieser Schreibweise verkirzt sich PK 2 2zu
(PK 2) 5087108051,

Sollen die Kanten uUber Kreuz vertauscht werden, dann erreicnt
(LEREUEYS ™, w . &

( 124 Z )
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PK 3)
die Vertauschung zweier gegeniiberliegender Kanten. Anzuschliclon
ist eine Vierteldrehung der Oberseite und die Wiederhalung von
PK 3. Zuletzt wird die Oberseite zurilickgedreht. :



Mit dem folgenden “Zug werden drei Ecken gegen den Uhrzeigersinn
svkliscn vertauscht, die Ecke rechts hinten bleibt fest (Abb. 11).
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Abb. 11

() snderungen der Orientierung

(OE %) R=TyRVOV-!

Di¢ kcke rechts vorn wird im Uhrzeigersinn gedreht, entsprechend
prepen den Uhrzeigersinn die Umkehrung

(0K 4) vu=ty=Tr-l1y-1g

Vorsichti! Diese Zige haben die QOrdnung 45. Es mul also jeweils die
Umkehrung folgen, damit der untere Teil wieder richtig wird. Die

meken, die gedreht werden sollen, erst nach vorne rechts bewegen!

wine interessante Drehfolge stammt von D. J. Benson (Cambridge).
Chbb. 12):

p (Cx &) VOVELVLeQLeZ

N\

[ LS
:?,.1,_ Z

RPHNELR" ¢
b

NN

Abb. 12

Sie kippt gleichzeltig zwel anliegende Kanten und dreht drei kicken
repen den Uhrzelger. Dieser Zug kann natirlich auch invertiert
werden, so daB die Ecken sich dim Uhrzeiger drehen.

T
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Yarum gelingt es immer, den Wirfel aus jeder Lage zuriickzuversetzen?
derum bleibt am bnde nicht manchmal ein einziger Teilwiirfel in ver-
drenter Fosition? Der Algorithmus, das Ordnungsverfahren, filthrt
tetofichlich immer zum Ziel. Zu einem Algorithmus gehdrt ein Beweis
fiir das Funktionieren der Methode. Dieser Beitrag kann das natiir-
Licn nur anceuten,

Mar «ale Unterseite und das mittlere Band konnen die Teilwiirfel

ofrensichtlich immer in eine Lage und Orientierung gebracnt wer-
den, von der aus der Algorithmus anwendbar ist.
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Fiir die Oberseite milte man Jetzt eine detaillierte Untersuchung,
eine Falluntersuchung, anschlielen. Wenn die oberen Kanten am rich-
tigen Ort sind, sind es von den Ecken automatisch auch null, eins
oder vier. Zwel ricntige Ecken tauchen dann nicht mehr auf.

Um das zu verstehen, nehmen wir die Wirfeloperationen unter die
Lupe. Die Seitendrehungen sind fiir den Mathematiker auch Permuta-
tionen (Vertauschungen) der acht Ecken und zwdlf Kanten. Man urn-
terscheidet gerade und ungerade Permutationen, die sich dhnlich
verhalten wie die geraden und ungeraden Zahlen. Die Summe von v
geraden Zahlen ist wieder gerade. Die Summe einer geraden mit oi-
ner ungeraden Zahl ist ungerade. Die "Hdlfte''der Zahlen ict perade,
die "andere Halfte' ist ungerade. Das ist bei den Permutationen
genauso. Man kann nachrechnen, daly der geordnete Wirfel pgenau =lle
geraden Permutationen erlaubt. Seitendrehungen sind gerade Ferau-

tationen. Und zwel gerade Permutationen nacheinander sind ja wic-—
der gerade.

[ldtten wir zum Schluf der Strategie nur noch zwei Kantenwirfel =zu
vertauschen, dann widre diese Situation eine ungerade Permutation,
zu der man nur gelangt, wenn man den Wirfel auseinanderninmst und
falsch zusammenbaut. Damit ist gezeigt, dal die Positionicrunp
der ‘Teilwilirfel immer erreicht werden kann. Ahnliche ParitAtsaryu-
mente kann man sich auch fir die Orientierungen liberlegen.

Dieser Uberblick macht es schon moglich auszurechnen, wievile Ge-

sichter der Wiurfel haben kann. Dazu bauen wir den Wirfel im teiste
zusammen. Die Seitenmitten sind fest. Fir den ersten ucienviir

pibt es acht verschiedene Stellen zur Auswahl, fir den zwoitcon
dann nur noch sieben, fir den dritten sechs Lckplitze und so lort.
Fiir alle kcken sind # das 8 * 7 * 6 « 5 « L « 3 « 2 o 1 = 31 (I

kultit) Moglichkeiten. Die Kanten haben entsprechend 17 « 11 + 10 -
G ¢« +e. + 1 =12} verschiedene Anordnungen.

Well eine kcke drei Farben besitzt, kann sie auf drel verschiedenco
Weisen eingesetzt werden, Kgmbiniert man diese Alternativen [ir
alle Ecken, so erhidlt man 3© Orientierungen. Setzt man diece MHip-
lichkeiten fiur die Position und die Orientierung zusammen, dann
kann der Wirfel auf 38 . 212 . 121 . 8! Arten aufgebaut werden.
(Jede der zwdlf Kanten hat zwei Farben, dus sind ingpesamb 21
Kantenorientierungen!)

Wir haben aber gesehen, daf nicht alle Permutationen erlanbl ol
fur die Position kommen nur die geraden Permubtationen in i'ra e,
das sind die hdlfte der Positionen, also 121 « 81
2 s

3 - 4 1 o
Weiterhin oind _aus Paritidtsgriinden nur eia Drittel der uckenorici-
tierungen, éé , und die Hilfte der Kantemorientierungen, 1.

- !

2 - gy _ ‘
méglich. Damit haben wig fur]gen Zauberwirfel die unvorstellbar:
Zah 2l ! P ; : G A .
Zahl von 12l 8l [ 39 | 22 _ ;3 555 003 274 439 856 000 -

e 5 2

lichen Gesichtern ausgerechnet.

Wer mit dem Wirfel vertraut ist, sucht nun nach anderen /Lufiabon
und neuen Mustern. Besonders regelmdlige Symmetrien entotehen |
1a Nl i Nl

den Blementen der "Slice'- und "antislice'"- Gruvpen. vie "Slice
Grupre besteht aus allen Scheibendrehungen. Flir die "/Antislice'-



Gruppe werden gepeniberliegende Seiten voneinander weggedreht,
u]?u ?eide im oder beide gegen den Uhrzeigersinn. (Beispiel: R,
Greshi ') .

bie Phantasie wird Jja nur durch die gerade ausgerechneten 4% Tril-
Lionen Moglichkeiten eingeschridnkt.

aus ; Bild der Wissenschaft Heft 12/80
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